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I. Dérivées 

1. Ligne de niveau 
𝑁𝑐 = {𝑥 ∈ ℝ

𝑛|𝐽(𝑥) = 𝑐} 

2. Dérivée première 

a. Gradient 

∇ 𝐽(𝑥0) = [
𝜕𝐽

𝜕𝑥1
, … ,

𝜕𝐽

𝜕𝑥𝑛
]
⊤

 

Propriété : Au point 𝑥0, ∇ 𝐽(𝑥0) est ⏊ à la ligne de niveau, son sens va dans le sens de 𝐽 croissant. 

b. Dérivée directionnelle 

𝐷𝑥𝐽(𝑥, 𝑑)    =    lim
→0

𝐽(𝑥 + 휀𝑑) − 𝐽(𝑥)

휀
   =    

𝑑 𝐽(𝑥 + 휀𝑑)⏞      
𝜑( )

𝑑휀

⌋
 
 
 
 

=0

=   𝜑′(0)    =    ∇ 𝐽(𝑥)⊤ 𝑑  

c. Plan tangent 

Passe par (𝑥0, 𝐽(𝑥0)) et vecteur directeur ∇ 𝐽(𝑥0) 
 

𝑃 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛| ∇ 𝐽(𝑥0)
⊤ (𝑥 − 𝑥0) = 0} 

Approximation locale de 𝐽 
 

𝐽(𝑥) ≈ 𝑃(𝑥) = 𝐽(𝑥0) + ∇ 𝐽(𝑥0)
⊤ 𝑥 

d. Développement limité au premier ordre 
𝐽(𝑥) ≈ 𝐽(𝑥 + 휀𝑑) = 𝐽(𝑥) + 휀 ∇ 𝐽(𝑥)⊤ 𝑑 + 𝑜(휀)⏟          

𝐷𝐽𝑥(𝑥,𝑑)

 

e. Règles de calcul pour la dérivée 
  

∇(𝐽1 + 𝛼𝐽2) = ∇ 𝐽1 + 𝛼 ∇ 𝐽2 ∇(𝐽1(𝐽2)) = ∇ 𝐽1⌋𝑥=𝐽2 ∇ 𝐽2 ∇𝑎⊤𝑥 = 𝑎 ∇𝑥⊤𝐴𝑥 = (𝐴 + 𝐴⊤)𝑥 
  

3. Dérivées secondes 

a. Dérivée directionnelle au sens de Gâteaux 

𝐷2𝐽(𝑥, 𝑑) = lim
→0

𝐷𝐽𝑥(𝑥 + 𝑒𝑑) − 𝐷𝐽𝑥(𝑥)

휀
= 𝑑⊤∇𝐷𝐽(𝑥) 

b. Matrice Hessienne 

𝐻𝐽(𝑥) =

(

 
 
 
 
 
 

𝜕2𝐽(𝑥)

𝜕𝑥1𝜕𝑥1
…

𝜕2𝐽(𝑥)

𝜕𝑥1𝜕𝑥𝑗
…

𝜕2𝐽(𝑥)

𝜕𝑥1𝜕𝑥𝑛
⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮

𝜕2𝐽(𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥1
…

𝜕2𝐽(𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
…

𝜕2𝐽(𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑛
⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮

𝜕2𝐽(𝑥)

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥1
…

𝜕2𝐽(𝑥)

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥𝑗
…

𝜕2𝐽(𝑥)

𝜕𝑥𝑛𝜕𝑥𝑛)

 
 
 
 
 
 

 

Calcul pratique : 
 

A partir de la dérivée de 

𝜑(휀) = 𝐷𝑥𝐽(𝑥 + 휀𝑑) 

Identifier 𝐻 dans 𝜑′(0) : 

𝜑′(0) = 𝑑⊤𝐻𝑋(𝑥)
⊤𝑑 

 

c. Développement limité au second ordre 

𝐽(𝑥 + 𝑑) = 𝐽(𝑥) + 𝐷𝑥𝐽(𝑥, 𝑑) +
1

2
𝐷𝑥
2𝐽(𝑥, 𝑑) + 𝑜(‖𝑑‖2) 

𝐽(𝑥 + 𝑑) = 𝐽(𝑥) + ∇𝑥𝐽(𝑥)
⊤𝑑 +

1

2
𝑑⊤𝐻𝑑      + 𝑜(‖𝑑‖2) 
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II. Moindres carrés 
�̂� = 𝑋𝜃 + 휀 

Moindres carrés Moindres carrés pondérés 
min
𝜃
‖휀‖2

2 = min
𝜃
(𝑋𝜃 − 𝑦)⊤(𝑋𝜃 − 𝑦) 

= min
𝜃
𝜃⊤𝑋⊤𝑋𝜃 − 2𝑦⊤𝑋𝜃 + 𝑦⊤𝑦 

𝜃𝑀𝐶 = (𝑋
⊤𝑋)−1𝑋⊤𝑦  

min
𝜃
‖𝑊휀‖2

2 = min
𝜃
(𝑋𝜃 − 𝑦)⊤𝑊(𝑋𝜃 − 𝑦) 

= min
𝜃
𝜃⊤𝑋⊤𝑊𝑋𝜃 − 2𝑦⊤𝑊𝑋𝜃 + 𝑦⊤𝑊𝑦 

𝜃𝑀𝐶 = (𝑋
⊤𝑊𝑋)−1𝑋⊤𝑊𝑦  

 

Moindres carrés récursifs 

𝜃 = (𝑋𝑛
⊤𝑋𝑛)

−1⏟      
𝑃𝑛

𝑋𝑛𝑌𝑛⏟
𝑄𝑛

 

𝑃𝑛 = (𝑃𝑛−1
−1⏟
𝐴

+ 𝑥𝑛⏟
𝐵

𝐼⏟
𝐶

𝑥𝑛
⊤⏟
𝐷

)

−1

= 𝑃𝑛−1 − 𝑘𝑛𝑥𝑛
⊤𝑃𝑛−1 

𝑄𝑛 = 𝑄𝑛−1 + 𝑥𝑛𝑦𝑛 
 

𝜃𝑛 = 𝜃𝑛−1 + 𝑘𝑛(𝑌𝑛 − 𝑥𝑛
⊤𝜃𝑛−1)  

𝑘𝑛 = 𝑃𝑛−1𝑥𝑛(1 + 𝑥𝑛
⊤𝑃𝑛−1𝑥𝑛)

−1 (𝐴 + 𝐵𝐶𝐷)−1 = 𝐴−1 − 𝐴−1𝐵(𝐶−1 + 𝐷𝐴−1𝐵)−1𝐷𝐴−1 

III. Descente de gradient 

1. Condition d’optimalité 

1er ordre 𝑥0 solution ⇒ ∇𝐽(𝑥0) = 0 

2ème ordre 
𝑥0 solution ⇒ ∇𝐽(𝑥0) = 0 et 𝐻(𝑥0) définie positive 
 

∇ 𝐽(𝑥0) = 0 et 𝐻(𝑥0) définie positive ⇒ 𝑥0 solution locale 

Convexité 
𝐽 est convexe et 𝑥0 respecte condition d’optimalité 
⇒ 𝑥0 = 𝑥

∗ solution globale 

2. Optimisation itérative 
𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝜌𝑘𝑑𝑘                lim

𝑘→∞
𝑥𝑘 = 𝑥

∗ = argmin
𝑥∈ℝ𝑛

𝐽(𝑥) 

a. Direction de descente 𝑑           (∇ 𝐽⊤𝑑 < 0) 

  Gradient : 𝑑𝑘 = −∇ 𝐽 .................................................................... 𝒪(𝑛) 

  Gradient conjugué : 𝑑𝑘 = −∇ 𝐽 + 𝛽𝑘𝑑𝑘−1     𝛽𝑘 =
∇ 𝐽 𝐴𝑑𝑘−1

𝑑𝑘−1𝐴𝑑𝑘−1
⁄  . 𝒪(𝑛2) 

  Grad. conj. quad : 𝑑𝑘 = −∇ 𝐽 + 𝛽𝑘𝑑𝑘−1     𝛽𝑘 =
‖∇ 𝐽‖2

‖∇ 𝐽𝑘−1‖
2⁄  ......... 𝒪(𝑛2) 

  Quasi-Newton : 𝑑𝑘 = −𝐵∇𝐽 ............... (Ex : 𝐵 = diag(𝐻)−1) ............... 𝒪(𝑛2) 

  Newton : 𝑑𝑘 = −𝐻
−1 ∇ 𝐽 ............................................................. 𝒪(𝑛3) 

b. Choix du pas 𝜌 

  Pas fixe : 𝜌𝑘 = 𝑐 ........................................................................... 𝒪(1) 

  Pas adaptatif : 𝜌𝑘 = {
𝛼𝜌𝑘−1 si 𝐽 diminue 𝛼 = 1,15
𝛼𝜌𝑘−1 si 𝐽 augmente 𝛽 = 0,5

 ...................... 𝒪(1) 

  Pas grad. conjugué : 𝜌𝑘 =
−∇𝐽 𝑑𝑘

𝑑𝑘
⊤𝐴𝑑𝑘

⁄  .................................................. 𝒪(1) 

  Pas quasi-optimal : 𝜌𝑘 =
−𝑏

2𝑎⁄  | 𝑎𝜌𝑘
2 + 𝑏𝜌𝑘 + 𝑐 ≈ 𝐽(𝑥𝑘 + 𝜌𝑘𝑑𝑘) .......... 𝒪(1) 

  Pas optimal : 𝜌𝑘 = {

argmin
𝜌∈ℝ+

𝐽(𝑥 + 𝜌𝑑)

𝑑⊤𝑑

𝑑⊤𝐻𝑑

 ............................................. {
< 𝒪(𝑛2)

𝒪(𝑛2)
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IV. Méthodes itératives globales 

1. Recuit simulé 
Selon une température 𝑇 qui décroit, on tolère plus ou moins de conserver des solutions 𝜃𝑘+1 qui 

dégradent le critère (𝐽(𝜃𝑘+1) > 𝐽(𝜃𝑘)). 

Init : 𝜃0, 𝑇0 > 0 

while (on a pas convergé) 

 𝜃𝑘
′ = 𝑓(𝜃𝑘) // nouvelle solution hypothétique (potentiellement aléatoirement) 

 𝛿 = 𝐽(𝜃𝑘
′ ) − 𝐽(𝜃𝑘) 

 if 𝛿 ≤ 0 or 𝑈[0,1] < 𝑒
−𝛿 𝑇𝑘
⁄

 

  𝜃𝑘+1 = 𝜃𝑘
′  

 else 

  𝜃𝑘+1 = 𝜃𝑘  

 end 

 𝑇𝑘+1 = 𝑔(𝑇𝑘) 

end while 

2. Méthodes évolutionnaires 
 Sélection (Se) : 

o Roue de loterie (choix probabiliste) : 

 ℙ(𝑥𝑖) = 𝐽(𝑥𝑖),    𝑎𝐽(𝑥𝑖) + 𝑏,     𝐽(𝑥𝑘)
𝑘 

 ℙ(𝑥𝑖) = 𝑛𝑏 + 1 − rang 𝑥𝑖 

 ℙ(𝑥𝑖) =
𝐽(𝑥𝑖)

𝑚
 (m pénalise les solutions avec voisins proches) 

o Tournois : 

 Déterministes : 𝑛 ∈ [1, 𝑇] meilleurs parmi 𝑇 

 Stochastique : Meilleur parmi 𝑛 avec une proba 𝑡 

 Evolutionnaire : ∀ 𝑥𝑖, tournoi avec 𝑇 − 1 concurrents 

 Croisement (Cr) : 𝑥𝑖
𝑛𝑒𝑤 = (1 − 𝛼)𝑥𝑖 + 𝛼𝑥𝑗   𝛼 = 𝑈[0,1], 𝛼

′ = (1 + 2𝛼)𝑈[0,1] − 𝛼 

 Mutation (Mu) : modification aléatoire des enfants 

 Réduction (Re) : 

o Générationnel : 𝑝 enfants remplacent 𝑝 parents 

o Steady-state : chaque enfant remplace 1 de ses parents 

3. Essaims particulaires 
𝑣𝑖
𝑛𝑒𝑤 = 𝜔𝑟0𝑣𝑖 + 𝑐1𝑟1(𝑝𝑖,𝑏𝑒𝑠𝑡 − 𝑥𝑖) + 𝑐2𝑟2(𝑝𝑖,𝑔𝑢𝑖𝑑𝑒 − 𝑥𝑖) 

𝑥𝑖
𝑛𝑒𝑤 = 𝑥𝑖 + χ(𝑣𝑖

𝑛𝑒𝑤) 

 𝑥𝑖 position de la particule 𝑖 

 𝑣𝑖 vitesse de la particule 𝑖 

 𝑝𝑖,𝑏𝑒𝑠𝑡 meilleure pos. vue par 𝑖 

 𝑝𝑖,𝑔𝑢𝑖𝑑𝑒 position d’un guide 

 𝑟𝑘 valeurs aléatoires 

 𝑐1 facteur individuel 

 𝑐2 facteur social 

 𝜔 facteur d’inertie 

 𝜒(∙) modification de la vitesse (contraintes min/max, aléatoire, …) 

  

𝑥𝑖 

𝑣𝑖 

𝑥𝑖
𝑛𝑒𝑤 

𝑝𝑖,𝑔𝑢𝑖𝑑𝑒 

𝑝𝑖,𝑏𝑒𝑠𝑡 
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V. Optimisation multicritère 
Une solution 𝑥 domine une solution 𝑦 ⇔ 𝑥 ≺ 𝑦 ⇔ ∀ 𝑘, 𝑓𝑘(𝑥) ≤ 𝑓(𝑦), ∃𝑘, 𝑓𝑘(𝑥) < 𝑓(𝑦) 

1. Approches 
 Méthodes monocritères (pondérées, lexicographiques, 𝜖-contraintes) 

 Méthodes « Pareto » à base population  (génétique, essaims, colonies de fourmis) 

2. Méthodes monocritères 
Méthode pondérée Méthodes lexicographiques Méthode 𝝐 contrainte 

Critère combiné 𝐽 = ∑𝑤𝑖𝐽𝑖. 
Variation des 𝑤𝑖. 

Objectifs triés par ordre 
d’importance, optimisations 
successives sous contraintes. 

Minimiser l’objectif principal. 
Autre objectifs exprimés 
comme contraintes 𝐽𝑘 ≤ 𝜖𝑘. 
Variation de 𝜖𝑘. 

3. Méthodes « Pareto » 
 Utilisation de la notion de rang de dominance 

 Utilisation d'une archive conservant les solutions non dominées 

 Gestion de la diversité 

VEGA SPEA NSGA-II Essaims 

Algorithme génétique 
où parmi 𝑝 parents, on 
fait une pré-sélection 
selon chaque critère. 

Individus bons dans 1 
domaine particulier ⇒ 
non-Pareto. 

Suppression des 
individus semblables 
dans l’archive. 

Force 𝑆𝑖, Fitness 𝐹𝑖 

𝑆𝑖 =
𝑛𝑑𝑜𝑚𝑖𝑛é𝑠
𝑛 + 1

 

𝐹𝑖 = 1 + Σ
𝑗∈𝑑𝑜𝑚𝑎𝑛𝑡

𝑆𝑗 

Fitness basé sur rang 
de non dominance. 

Distance  de crowding 
pour préserver div. 
(taille max du cube 
contenant 
uniquement 𝑥𝑖) 

Elimin. de l’archive si 
autre sol. proches 
(inclus dans la dom.). 

Sélection probabiliste 

du guide 
1

𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑡é
. 

 

 

 

  

NSGA-II Rangs de non-dominance 

Diversité ∈ Dominance Distance de crowding = 
Cuboïde de 𝑥𝑖 


