COURS D’ APPRENTISSAGE EN CONTEXTE

APPC — Cours

|. Principe du Lasso

1. Principe
Variables explicative : X € R™P

Variable expliquée : y € R"

Modele de régression linéaire : Trouver S telquey = X8 + ¢

; 2 _ 2 _ 2
min g =|le]l* = - X
i > & = llell? = lly - Xg1
Probléme quand p > n = Hypothése : Il y a beaucoup de §; = 0 < |8l < k. Cependant, |8l < k est
une contrainte non-convexe qu’il est difficile d’optimiser, on choisit donc la norme ||8]||; < k qui est la plus
petite norme entrainant une contrainte convexe.

(. 1 ; 1 TyTyp T
| min EﬁTXTXB—yTX[)’ ((BJ,’YEL?E]RI, 23 X' XB—y XB

min ||y — XB|I? pery
{BER” o P & {s.c B*+B)Te<k
sc. Bl <k se. ) |B] <k B*.B~ 20
=1 lavec B=B"—pB"

Le probléme est équivalent pour A fixé a :

1
T 2
in > ly = XB1I1* + AllBll1

2. Front de Pareto
Tirer au hasard des valeurs de f3, calculer les normes de ||y — X£||? + A||]l; (optim multi-critére)

II. Chemin de régularisation du Lasso
L’évolution de B est linéaire par morceaux, entre 2 apparitions d’'une composante non nulle.

1
J(B) = 3 ly = XBI> + A11Bll;

arglr;nin] B)e p t.q. VI(B)=0

1. Gradient de % ly — XB||?
1
Vs (5 1y = XBIZ) = VpCIyll2 = 26Xy + BTXTXE) = XTXF — XTy
SiA=0,Byc(A=0)=XTX)"1(XTy) (au sens des moindres carrés)

2. Gradient de ||B]l;
On veut calculer un gradient d’'une forme contenant des valeurs absolues, mais la dérivée de la valeur
absolue n’est pas définie en 0.

On va donc utiliser la notion de sous-différentielle.

H|*llo vaut le nombre de termes non nuls
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a. Sous-gradient

g € R™ est un sous-gradient de ] en x, si Vx € V(x,) J(x) = J(x0) + g (x — x0)

Interprétation : On peut prendre la dérivée de n’importe quelle droite comprise sous la courbe initiale au
voisinage de x,.

b. Sous-différentielle 9,J(x*)
Ensemble des sous gradients possibles

c. Solution x* d’une minimisation d’un cout convexe J
SI J est différentiable alors x* = argmin, J(x) & VJ(x*) =0

Si J est non-différentiable alors x* est solutionsi 0 € 3,/ (x*) (& Ja € 0,J(@)|ga = 0)

d. Applicationa]
o 6#7&'8/99:.-0;/-<<-'B(x) = |x|'
OJ1(x = 0) = {ylJ1(x) = J1(0) + yx} = {y| |x| = yx}

Six>0,y<1.Six<0y=-1=>y€[-1;1]

¢ 6#78/99:.-0;/-<&8-'J'

sign(B;) sip; =0
@ e[-1,1] sif;=0

dpJ(B) = XTXB — Xy + v avec v; ={

Soit Ig = {j|B; # 0}, 1, = {j|B; = 0}

Onveut:3a;t.q.05/(B) =02 0=X"XB - X"y + Av
Pourj € lg:

(X 1) X, 15)| B15) + Asign (1) — X(:,1g) 'y = 0

& |[XCo15) X 1) | BUg) = X (. 15) 'y — Asign B(Ig)

3. Calcul du chemin de régression
a. Initialisation
¢ 1=0

1 2 Ty7as Tay
J(B) =3 lly = XBI> = XX, = X"y
o 1eV(0)
XTXBy=XTy — Asign (Bo)'
On a donc quand on fait varier A :

B = Bo— A (XTX) tsign(B,)'

v

b. Process intératif pour |'étape k
On part des MC et on cherche le A qui va annuler un f;
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Soit A, Br
Pour A € V(1) > A4,
[XC. 1) %G 1g)| B2 = X (1) Ty — Asign B (1)
Vrai pour A,
[XC 1) %G 1g)| B = X (1) 'y = A sign B (2)

(1)-(2):

T -1 Arv; Bk,
Br= B — (A —A) ([X(:.IB) X(::Iﬁ)] Slgnﬁk) Aks1 = B +TL = A +v_-]
i j
lll. Lasso « component wise » (a la Gauss-Seidel)
1. Introduction
Pourp=1
1 n
. - . _ i 2
rlggﬂrlgzZ(xlﬁ yi)© + AlBI
=1
SiA =0, on ale probléme des moindres carrés :
1 n
min Juc = EZ(xi.B —y)?
i=1
n n n
dJuc . X s XXy X'y
QB - Z(xiﬂ ~y)xi =0 =>,82xl-2 +in3’i =0 fuc =55 = xII2
i=1 =1 =1 i=1%i x

Pour tout A, on a le Lasso a une variable :

BER

1 n
min]MC = EZ(xlﬁ - yi)z + Alﬁl
i=1

_ c B \a sign 5, sif#0) _
OpJme = ;(xlﬂl v +/1{a e[-1;1] sif= 0} =0

Sif,#0:
n
0gJuc = Z(xiﬁl — yi)x; + Asignf; = 0
i=1
. o (B =~ sifue>0
Br= udbi - 80y = Buc — el - { oI " = sign (|l?Mc| _L>
[lx]1? [l ]1? llx]1? A [lx]1?

U?MC‘FW si Puc < 0}

On considére sign B; = sign B¢
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Sif;=0

gJmc = Z(xiﬁl —y)x+Ada=0 ac€[-1;1]
i=1
s X'y a

=——/1—=
b= e~ e

A A A A T A
a Xy _

- < < e - < <
el = llell® = [l el = Qlx )1~ llxelf?

Buc

2
lIxI?

< -~

<
4 Bue
[

Donc:

" 4 ~ A
B3 = sign B¢ max (O; |BMC| - W)

2. Algorithme component wise

a. Algorithme
Tant que (non convergé)

Choisirp
B®) = sign Buc max (0, [Buc| - =)

Fin tant que

b. Correction du colt
Si on connait tous les f sauf j;

= %Zn: /xuﬁj + Z XiBr — yl\ + 18] + Zlﬁkl
=1\ k:t] / kil

P
o1 = 2
ml_nEZ(xijﬁj +2;)" + 2|6 z; = inkﬁk — Vi
S k=1
k+#j
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3. Autres rétrécisseur
a. Hard threshold

A A
R 0 si |ﬁMc | <
Bu, = NP
ﬁMC]. sinon
Débiaisé mais discontinu

b. Minimax Concave Penalty

( P A
0 Sl |ﬁMCj| < W
= sign si——
" e | = ) S8 ey St < ey | < o
A 21
.BMC]' sl |.8MC]'| > B
Débiaisé et continu
c. Smoothly Cliped Absolute Deviation
.ég: ‘
A
l=l®
4‘ .
A Bre
(B4

On peut les réécrire :

n
1
min—Z(xiﬁ —y;,)?> + Apenp
ki 2 i=1
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LASSO : pen 8 = ||
Buc| < A
HARD : penf = A1 |€MC|
cst |BMC| = A
181 |Buc| <2
MCP:penf =<alB|?+b|fl+c A<|B| <22
cst |BMC| = 21
IV.Adaptative Lasso
1. Etude d’une loi binomiale (HS)
1 n 1 n n
Be{—1;1}~73(§) Bi— + ~) Bi—0 N Bi —> N'(0,0%)
i=1 i=1 i=1
2. Modele Lasso
y=XB"+ecetA" = {j B; # 0} (ensemble des variables actives)
avece ~N(0,%)
3. Estimateur Lasso
A 1 A R
Br = argminz [ly — XBI2 + Al|Bll; Ay = {j|Ba; # 0}
BERP
On veut que (BAA, ﬁl) - (B*,A"), C'est-a-dire :
V(= B*) — N (0,1) P(Ay—A) —1

Théoréme:3c € [0,1[t.q.P(Ay =A*)<c<1
On n’est donc pas sdr de converger vers la bonne valeur.

4. Probleme Adaptative Lasso

p

1

min > lly = XBII? +lz w;|B)]
=

1
w; =
=
Buc,|

5. Probleme Garote

! e 2 3 3
mlnflly — X diag(Buc) cl|” + Allcll; Po; = Puc;

CERP

6. Etude Adaptative Lasso

a. Reformulation

p

T

min S lly=zI2+2) wg|
=

s.C. z=Xp
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b. Lagrangien
P
1
L(B,2,0) = lly =212 +2 ) wilB)| +a 2= XB)
j=1

VgL=—XTa+lyw vye[-1;1] V,L=z—y+a>z=y—a

Dual

1
max —=|la]l?+a’z
a 2
s.C. |XTal < Aw

carye[-Ll]=2-Awsiyw<wetXa=lyw=> —-Aw < X'a < Aw

1
: - 2 _ T
o mo}n 2||oc|| a'y
sc. |XTa|l <Aw

a=y—z=y—Xf

B 2 B

.1 2 T - 1 2
o Jmin Sy =XB|I* =y - XB)'y _ Jmin S IXEI
s.C. IXT(y —XB)| < Aw sc. [XT(y—XB)| < iw
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V. Elastic Net et gradient proximal

min = lly — X812 + MBIl + L 11g12
BERP 2 12

1. Régression Ridge

2

1 1 U
= EVTY -y XB+ EﬁTXTXﬁ + EﬁTﬁ

VgJp = —XTy+ XX +uDB =0

min
BERP

B=XTX+uDXTy

2. Opérateur proximal

a. Définition

1 1
Jr =5 lly = XBI2 +S1BI? = 5O = XB) &/ = XB) + 567

Qconvexe: R?P - R proxx:RP - RP
x - Qk) Q X — proxx
Q
1 argmin Qu) argmin 1 llx — ul|?
proxx = argmin (Q(u) +=|lx — ullz) = { u ” 2
a UERP 2 sc. llx—ull®> <k s.C. Q) <k
recherche dans une 12

région de confiance 1.1

VJ =V, Q) —x+u

X

b. Exemples
¢ Ql(x) - OI

1
proxx = u* = argmin (0 +=|lx— u||2>
Q4 u€ERP 2

ViJi=—x+u"=0
= proxx = x
1

¢ 000 =S lx|*

* : H 2 1 2
proxx = u* = argmin | — |[u|[* + = ||x — u]
Q, UueR?P 2 2

Vio=uu*  —x+u* =0
1
= proxx = ——x
pnz 1+u
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¢ Q30x) = Allx|ly’
1
proxx = u* = argmin (Allulll + > |x — u||2)

Q3 UuERP
-1 siu<0
03 =3ad siu=0+u"—x=0 a€[-11]
A siu>0

al+u—x=0 siu=0 =>x<|1]

—A+u—x=0 siu<0 2u=x+1
o
A4+u—x=0 siu>0 =22u=x-1

x—A1 six>A2
= proxx ={ 0 six< Ml} & signx max(0, |x| — 4)
Qs x+A six<-4
0 <kec,
¢ 0,00={ .%‘V}V

0 sixecC

1
. 2 -
proxx = argmin (1{uec} + > I[x — ul| ) avec lgecy { sinon

Q4 u€eRP

proxx = argminz |lx — u||? = projection orthogonale de x sur C
Q4 UuUec

3. Méthode du gradient proximal

a. Principe
On veut rr‘;nliR{rzlJ C(x) + 2Q(x), C etQsontconvexe. C est différentiable.
X

b. Algo général
On construit 2 suites x ) et ()

x*+1) = prox #**D = prox (x(") - p(k)VxC(x(k)))
p210 p® 210

c. Application a Elastic Net

min = lly — X817 + L 11812 + 11181
BERP 2 2 F(P)l’
B £

FlerD) = gl _ () ((XTX + uB — XTy)

.B(k+1) = prox B‘(k+1)
p(k)lﬂ

.B(k+1) — signﬁk” % maX(O, |B‘(k+1)| — p(k)/l)

W _ 00y (50
-
1
= argmin (p("))m(u) + = |[x® — p®V, c(x®) — u||2>
u€ERP 2
1
200 (&3

= argmin (AQ(u) +

U€ERP

1
(k) |

= argmin| AQw) + C(x®) + (u — x(k))TVxC(x(k)) + | — u||2
UERP 2p

approximation locale de C(u)

O ="+ p T | = 290 - u)Tvx(:(x”‘)))
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VI.Gradient proximal
1. Principe
On cherche min L(w) + Q(w)
w
Hypothéses : L est convexe et différentiable, Q est convexe et différentiable ou non.

Exemple :
1 2 A
ew) =5 lly —Xwli3 W) =3 lwl

2. L’algo du gradient proximal est

W1 = proxwy — yVe&(wy)
YQ

3. Avec le prox
1
prox(x) = argmin= ||x — u||3 + Q(u)
Q u 2

a. Caractérisation du probléeme
Onau* = prox(x). u* estoptimalsi0 € {0Q(u*) — (x —u")} & |(x —u*) € 0Q(u")
Q

b. Corollaire
Siu* = prox(u*) alors u* minimise Q(+)
Q

c. Algo du point fixe
Si on pose uy41 = prox(uy), cet algorithme converge vers le min de prox V  car I'opérateur proximal est
Q Q

contractant.

4. Théoreme
w* =minf(w) + Q(w) @ w* = prox(w* — VW’(W*)) v>0
w vQ

a. Preuve
On veut minimiser £(w) + Q(w). w* est minimum si :

0 € {Ve(w") +0Q(w")}

s —Ve(w*) € a(w*)

S —vVE(w*) € dvQ(w™)

s wr —vVe(w*) —w* € dvQ(w™)

Or w* minimise Q(:) © (x —w*) € dQ(w™*)

Onadoncw® = prox(w* — VW’(W*))
vQ

5. Approximation quadratique du co(t
L’approx quadratique est : Q (v, w) = £(w) + VZ(W) T (v — w) + % lv —wl? + Q(v)

Soit a wy, fixé :

L
Qw,wy) = 2(wy) + VE(w) T (v — wy) + > lv — well* + Q(v)

10
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a. Propriété
v* = argmin Q (v, wy)
v

Onav" = prox (Wk - %V#(wk))
1

z.Q

A chaque itération du proximal, on réalise en fait une approximation quadratique du co(t que I'on
minimise.
¢ =7>
On cherche
_ _ L L L
argmin Q = argmin £(w;) + V&€ (w,) Tv — (V& (wy) Twy) + EUTU — EUTW + EWTW + Q(v)
_ L L
= argmin VZ(w,) v + EvTv - EUTWk + QW)+ £
N 1
= argmin L EUTU —vT | w, — EW’(W,() + Q) + £

2

L 1
= argminz v— (wk — EV{’(WR)> + Q)+ £ (%)
1 1 2
= argminz ||v — (W — 7 Ve(wy) + ZQ(v)

(*) On rajoute un terme constant en v pour pouvoir ajouter la norme.

b. Propriété

1
Wi41 = Prox (Wk - —W’(Wk))
LQ Lk
Ly
SiVk,Lyestt.q.Vv I(v) + Q) < Q(v,wy)
Alorson a: l(Wyyq) + QW) < Lwy) + Q(wy)

o =-7>
L(wi) + Q(wy) = QWi W) = Q Wiy, Wi) = Wia1) + Q(Wiiq)

Car wy; = min Q (v, wy)

c. Majorantde ?
Soit £(v) une fonction différentiable telle que 3 L, Vv, w ||[VE€(w) — VE()|| < Lellw — ||

(Cad que la fonction est réguliere)

MorsVL =Ly £(v) < £(wi) + VEW) (v — w) +|lv — w2
Qs

Q, est majorante de ¥.

d. Majorant de la Hesienne
Si £(v) est doublement différentiable et V wy, 3 L, [|[H(wy) || < Ly

11
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Alors ||[VE(w) — VE@)|| < Le|lw — v|
6. TP
= %(1 —y(Xw + WO))I(l —y(Xw + Wo))+
Q= |lwlly

()4 = max(0,)

Vpl==0X)TA-YXw+ wp),)
Vol = —y(1 = Y(Xw + wp),)

VII.  Factorisation non négative (Non negative matrix factorization)

1. Introduction
Soit X € R™P, oncherche X = UVT U € R™k,V € R¥*P telque X =~ X

%, = VU

On a donc V dictionnaire d’information et U représente I'information pour chaque point, la contribution de
chaque composante du dictionnaire a I’'observation.

On peut alors contraindre U, par exemple U = 0.

2. Casde larégression non négative

a. Leprobléeme
1 ¥ 2

min 3 I1XB =yl
sc. =0

b. Probleme dual

1 1
L= IXB=yl> =y B =BT XTXp+BTXTXE =Xy =y) +yTy
VgL=XT(XB—-y)—y=0

1 1
L= EETXTXB +BTXTXB—XTy-y)+yTy= EﬁTXTXﬁ +yTy
=0

1
in —yT(XTX) y+yTX(XTXx) 1
[grég;i 27( )y +y XXTX)Ty
sc. y=0

Aussi difficile que le primal, voire plus car matrice a inverser.

c. Solution
e Probleme dual (lagrangien)
e (CVX
e MonQP
e Proximal

12
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¢ = #?/$%<
g=X"XB-y)
B=B-pg
B = maX(O,B)
3. Cas matriciel
n b n 2
. 2
min v —Yllz = zZ(yij — ) = Z Xg —ZE}'T;
i=1j=1 i=1 y X B

sc. =0

Algorithme des moindres carrés alternés :

Connaissant V, u;, est la solution de lgnir}{ %lIX[)’ —y|I? avecX =V,y =Y(i,:)T
€R

sc. [=0
Connaissant U, vjt =WUTU) Uy,

T

vl = vl = p (UT (U - 3.))

4. Rappels de SVD

a. Rappel surles valeurs propres
Soit M € R™", A est valeur propresidetM — Al = 0

polynome
d'ordre n

e M anvaleurs propres complexes A. Elles sont réelles positives si M est définie positive.
e v estle vecteur propre associé a A tel que Mv = Av

Si M est définie positive, LLTv = Av = LU = VAV LTV =AU

VA est la valeur singuliére de L et U, V sont les vecteurs singuliers.

b. Reconstruction a l'ordre 1
Soit X une matrice n X p, on cherche sa meilleure approximation a I'ordre 1.

min||X —uvT||2 avecrangX = 1, |lu|| = ||v|| = 1
X

X —uv |2 = |1X112 = 2¢X, uv ™) + |[ul|?||lv]|?
V. = 2Xv = 2||v||*u
Vo] = 2XTu — 2||lu||?v
La solution est :
Xv=puu
XTu=pv

c. Théoreme de décomposition
Soit X une matrice n X p, (U, Uk, V) la décomposition en valeurs singulieres, ona X = Zg?(n’p) Uk UV

13
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Le X derang K est X = ¥X_, upup vl avec les K plus grand p,.

5. Séparation de sources
On veut approximer au mieux la matrice de données par le produit d’un dictionnaire D et d’une matrice
d’activation A, soumis a des contraintes de régularisation tel que :

min|[X — DA% + Qp (D) + Q4 (4)

6. Factorisation non-négative
min||X — DA||?
min| I?
scdij =0eta;; =0

2
lldi]|" <1

a. Algorithme
Optimisation alternée

o1
Apyr = argmin = [|1X — DiAll7 + 04 (4)

1
Diy1 = argminz I1X — DAyl + Qp (D)

t=1

Ap = Ay
1

IDTDI|.

Répéter
VuJ = DI (X — DA,
Agypq = prox(4, —vVy,))

V.QA

Jusqu’a convergence

v = (1/18v.p)

b. Proximaux

¢ 1"
1 0 siuy; <0

_ - — 12 = i=
prox(u) = argmin,, > [[x — ul| {ui sinon
s.c.x; =0

1 2
L=Sllr—ul? =) a
VXiL=xi—ui—ai =0=>x=u; +a;
a l'optimalité:

al-—xl-=0

xi¢0,ai=0=>xl-=ui
ai¢0,xi=0=>ai=—ui
a; = 0 possible que siu; <0

14



COURS D’ APPRENTISSAGE EN CONTEXTE

APPC - Cours
¢ 3
0 siu; <0
prox u TN siu; >0et||uyll =1
s.C. x>0 * .
. ; > <
lxll < 1 u;  siu; =0etfuy]l <1
1 2 2
L=2lle—ull®= ) awx; +v(lx|l® - 1)
Vyl=x;—u;—a; +2vx; =0
o Uu; +ai
xX; =
o142y
A I'optimalité
aix; = 0=
0 siu; <0
Y=t sinon
1+ 2v
v(lxlIP-1D=0>
x|l = lurll  v#0= |x[I?=1=>1+2v=|u,ll
1+2v v=0¢ ]2 <1< lugll <1
¢ @

L= E(xi —u)? + Wy — apx;

1 six; >0

Vyl=xi—u;+Avg—a; =0 g=[0_1] six=0

sous gradient

aig?=x"

Xl'>0

15
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T 0 S ucs
(—u) 5 ar%u)m A Jl“"““l . i ‘, AT A
Y- %70 (2 | Ua > Ul 0
SO L j [Mug ¢ )
= | Z
k i % i J '2
g pan(o) = ‘”b‘“" (= {mn; Ja) b
l Lo 'K.? . ““ﬂ

&(‘1/"({): 4— “M-u“z_fo&%‘_ | nnv’l\<4 :
‘ é((*, &;,pa\=’1zl|%wl\‘;_ ~ZAN wY(U‘"z‘Q

L)L\{ 0 ’(/4"0& =0 7}\//' o(
0w, | / X ﬂOC->“4. -0 - t V'\(.“O
%:\N\ [‘\L‘ . u(-‘r‘.,og;.ﬁ‘] ((( f \ LN S = U..f'& '11: wu(m«): U+ Ny
: ) J | 42y
t{of’}m&i‘:@ R e | Mﬁh Lo ek v(}( \\nl ‘l) =
¢ WFO, Yzo =) Mz Uj ! = ol L s
‘ NAJ{O:ZI i \’“\‘( S Pt !' & A:/;_ v ‘;Nq/'l VED 2> (]"[P =4
of ‘\}‘>/D '?"“M’\"‘“*. Ao ‘ ”"”‘ “Un /,’ =2 A-)?Y: lIllfl]
| — |
posslle & (lupll < A ‘

VIII. Sélection de modeles : choix des hyper-parametres

1. Exmeple du Lasso
On se donne une grille de M valeurs ordonnées 4,,

Pour chaque A,,, on résout le Lasso et on obtient £,
Pour chaque f3,,, on évalue sa qualité => SURE

2. SURE : Stein Unbiased Risk Estimator
a. Risque de I'estimateur
¢ +..-7.'8-'A.:8/B;/#0'

TLEW new

’yl
l
A 1 A .
EP(ﬁm) — llgg Tz(xl'newﬁm _ yiTLEW)Z — IE(xineWﬁm _ yinew)2 avec (xnew’yineW) . ]P’(x, y)
i=1

¢ CDA#,"E&-&
e X est déterministe
e Onposeunmodéley =XB +¢& & ~N(0, 6?)

EPSimpl.(Bm) = ]Ey(”X[?m - y||) epérance surlaVAy
Risque(ﬁ) = Ep (EP(Bm)) espérance sur f§

Simplification de I'erreur de prédiction
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EP(Bm) = E(||XBm = y"*||*) = E (|| B — X8 + X5 - y||")

APPC — Cours
2
(XB—y) )
N e’
&

= E (||X8m — XB||) + 2 ((X/?m —XB)' (Xp - y)) + IE<

=0
= ||Xﬁm —Xﬁ'*”2 + no?
b. Réécriture
||X/?m - X,B’*”2 = ||X[?m —y+y-— X,B’*”2 y observation
= |XBm = ¥|° + 2 (XBm — )" &= XB) + |ly — XB"|?

connu rv £ indéendant dem

= || XB — YHZ + Z(Xﬁ’m)-r(y —XB*) + cst(m)

connu

c. SURE
SURE(ﬁm) = ”XBm _ y”2 +2 diV(XBm) 0% —ng?
Identité de Stein
E (SURE(Bm)) = E(||XBm — X57||)

Preuve

E(1%8m = XB°I1°) = E(IIXBm = ¥II*) + 2E ((XBm) "€) = 2E(XB)Te) - ElleyI?

0 o2

Soit ¢ fct de R dans R

E(ep(e)) = | () ! e_2£7 de
e V2mo?

u=¢(e) u =¢'(e)

g2 g2

v =ce 202 p=qgle 202

PP :

X ) , 0X P
K~ X8°7) = (X8 — 1) + 2072 | > 50 | 2B (k) Te) ~ B2
—_ 0 52

diV(X/;)m,)

[E(|

¢ F%<B7<'8-'<%'8/>-.G-0B-
p:R*" > R" o) =Mv=w

"#$%&'()*+(! °1°7‘ -.&/#0'1' #234214321F
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APPC — Cours

0 0
ACORNNNCL A C))
v, dv,

divp(w) = = M, + My, + M,,,, = trace M'

3. Résumé

1XBom — XB°|[* = | XBm — ¥||” + 2(XBm) "€ — 2XB")Te — llell?
SURE (Byn) X8 — y||* + 202 div(XBr) — no?
div(Mv) trace M

4. Exemple de div
f Br: & Cu cho mandin Cony

A o
= X)) X
T‘DD"Q kXX/ x\}

X = X(A%'X (Xgne) TfF 4

- B _\]LJ ‘W"Y\
= XF* XX e

.w/‘-‘Tf( X(xx)x> P

e e /’f\nﬁ'{\ e da lrod(c!?o.\)
g 50 i B

=
dir (/‘/7/%@.% ) = [aadg fi e
s ks

L vomber s
jﬁ (omposands, am uuﬁso[& 73

i
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APPC — Cours

IX. Optimisation non-convexe & MCP

DC (Difference of Convex) / CCCP (Concave Convex Procedure) / LLA (Local Linear Approximation) / MM
(MaxMin) / Iterative reweighted

= Relaxation convexe iterative
1. Probléme du MCP (Minimum Concave Penalty)
y=XB"+¢

14
1
min X8 — Y112 +2 ) pen(|5;])
=1

Exemples de pénalités :

e pen(t) =t = lasso
o vpen(t) = % = adaptative lasso

2
At—— sit<yi
o lpemy =1
—_— sinon
2
Le MCP s’écrit aussi :
1 p p
min= X8 = Y12 + 2 ) |6 = ) h(|1].2.7)
Jj=1 j=1
tz
t2 ]/A ﬁ sit < ]/2.
h(t,A,y) = —1 +(t——)]1 = 4
tAy) 27y Mesy2) > ) liesvay v .
t—— Sinon

2. Algorithme
Soit mxin f(x) — h(x)

Tant que on a pas convergé
.
x"Y = argmin, f(x) — V, h(x%) x

Fin tant que

3. Application au MCP

, t
h'(t) = ;H{tsyl} + Allgesyny

1 IO Vil
'Bnew — argminxz ”XB _ y”2 + AZW _ z <]T H{tsyll} + M{pyl}) |ﬁ]!’ld|
j=1 f

j=1
p

1
P Bnew — argmianHX‘B _y||2 +lzwj|ﬁ]|
=1
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APPC — Cours

1—|ﬁild| si B < yA
Wj = Ay J

0 sinon

( aj Siﬁi=0 \

dg] = XT(XB —y) + !Asign(ﬁj) —% si0< |,8j| < yl!
g

0 |B;| = v2
((G-D@+D<0 sifi=0 )
Oeaﬂ]siJg+lSign(ﬁj)—%=O Si0<|ﬂj|<y/1l
gi=0 |8;] = v2
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