Factorisation LU

AnaNum - Chapitre 2

I. Principe

Ax=Db et A=LU = LUx=b Lc=b Lx=c But:plusrapide
L : tri. inf. unit. “é"
U : tri. sup.
II. Transformation de Gauss
1. Maths My
1
M, ,.MA=U & A=L..L,_U=LU 1 O
M M~1=L 1
M)
a a
T,’I; = (O',,,'O, k+1,k,...,Lk) Mk =I—Tke,7; Lk :I+Tke]’€ O 1
k fois Akk Akk -Mn 1
k

2. Optimisations
a. CalculdelL

Ll =1+ tiel + Tkre,f, k<k' =  Onajustearecopier les colonnes.

b. Calcul de la transformation de Gauss (U)

MA=A—-T Ak, = MpA)ksimk+in) = AGrimkrim) — Tk + 1in)A(k k + 1:n)

Pas besoin de calculer M. Et on peut faire le calcul que sur la sous matrice A(k + 1:n,k + 1:n) car

les colonnes précédentes vont donner 0.

Uk Uki1
3. Algorithme
f". — —
Pour chaquekdelan—1,on )
va modifier A afin de stocker A <
dans la partie inférieure, sur la )
colonne k les valeurs de L donc ...

de 1; (au lieu d’y stocker les O obtenus apres

triangularisation), et on applique Ia

transformation de Gauss a la sous-matrice
A(k+1:nk+1:n) permettant d'obtenir

également U dans la partie supérieure de A.

Uk

pour k = 1 a n-1 faire
ACk+1:n,k) = ACk+1:n,k)/ACk,k)
ACk+1:n,k+1:n) = ACk+1l:n,k+1:n) - ACk+1l:n,k) x ACk,k+1:n)
finpour

pour k = 1 a n-1 faire
pour i = k+1 a n faire
ACL, k) = ACL,k)/7ACK, k) /7 T (D)
finpour
pour i = k+l a n faire
pour j = k+1 a n faire

Tr+1 (k+1:m)

AGL,T) = ACE, ) - AGLK) x ACK, 3D /7 Uy = MU,

finpour
finpour
finpour
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4. Condition d’existence

Sial'étape ay, = 0, on ne pas faire la factorisation LU.
La factorisation LU existe © V k € [1;n — 1], det(A(l: [,1: k)) #0

III. Factorisation PA = LU

1. Principe

On constate que plus le pivot (ayy) est grand, plus I'algorithme est stable numériqguement. A chaque
étape, on permute donc la ligne k avec la ligne restante ayant le plus grand pivot possible.

Lx =c

Ax=b et PA=LU = LUx=Pb Lc=Pb
L : tri. inf. unit. T
U : tri. sup.

2. Maths
M,_ P DM, P2 M PR M PDA=U

o My_,..M, POV _ PWA=U o PA=L,..[,,U
Vi P

S

T=1

My, = p-D  pktDpy p+) | pn-1) PyM Py =1—1Pe]

3. Algorithme

pour k = 1 a n-1 faire
i =max |ACL,k)I
pCk) = i ~
Alk,:) o A(L,:) // permet de permuter U et les 7, pour avoir les %, donc L
ACk+1l:n,k) = ACk+1:n,k)/ACk,k)

ACk+1l:n,k+1:n) = ACk+l:n,k+1:n) - ACk+l:n,k) x ACk,k+1:n)
finpour

4. Inversion de matrice

AA™ =1 = AA7'(:,j))=e =  Onrésoutn systtmes
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