Résolution de systemes

I. Matrice triangulaire

1. Triangulaire inférieure
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a. Parligne

b= (Lgxy + - Ly + -+ Ly 1 %)

x.

' Ly
fonction b = tri_inf(L, b)
pour i = 1 a n faire

pour j =1a1i-1 faire
b(i) = b(i) - L(1,3)*b(3)
b(i) = b(i)/L(i,1)

pour i = 1 a n faire

b(1i)

b. Par colonne

(b(i) - L(1,1:1-1Db(1:1i-1))/L(i,1)

But:Ax=0»

2. Triangulaire supérieure
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a. Parligne
b= (UgirXipr + - Uy + o+ Uppxy)

L
Uii

fonction b = tri_sup(U, b)
pour i = n a 1 pas de -1 faire
pour j =1+ 1 an faire

b(i) = b(i) - U(i,3D*b(3)
b(i) = b(i)/U(i,1)

a 1 pas de -1 faire

pour i = n
= (b(i) - U(i,i+1:ndb(i+1:n))/U(i,1)

b(1)

b. Par colonne

On calcule colonne par colonne les valeurs des x; en mettant a chaque fois a jour les b, suivants/précédents en

y soustrayant Ay ;x;.

fonction b = tri_inf_c(L, b)
pour j =1 a n faire
b(3) = b(3)/L(3,3D
b(j+1:n) = b(j+1:n) - b(FIL(j+1:n,])

c. Version matricielle par ligne
pour i = 1 a n faire
b = Ni*b
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Ny =1—-¢v;, v; = I ,1——,0, ...
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d. Version matricielle par colonne
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= tri_sup_c(U, b)
pour j = n a 1l pas de -1 faire

b(3) = b(32/U(5,3)

b(1:3-1) = b(1:3-1) - b(DUCL:3-1,7)

c. Version matricielle par ligne

fonction b
n

pour i = n a 1 pas de -1 faire
b = Ni*b
1 UG,i+1:in
Nizl_eiViT V?:(O,...,O,l__, ( U )>
i—1 fois i i

d. Version matricielle par colonne

pour j = n a l pas de -1 faire
b = Mj*b
Uu:j—1,j) 1
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x=M, ..M b=U"b
T

x; = b/ Ay

pour j =1 a n faire
b = Mj*b
1 LG+ 1:in,j
M; =I—Tj€jT Uk (O;...;O;l—L—;¥
j—1 fois 7J 7J
x=M,..M;b=L"1b
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II. Matrice diagonale
pour i =1 a n faire
si AC(i,i) =0
si b(i) =0
Infinité de solution
sinon

Pas de solution
sinon
x(1) = b(i) / ACi,1)



Factorisation LDM et de Cholesky

III. Factorisation LDM

L: triinfunit

A=LV=L(DD™YHY =LD(D"W)=LDM
Dyi=Vi; T v

1. Maths
[L(A:j, 1:)v=AQA:, )] v=V:)))

M : tri sup unit
D : diagonale

— - . v(@®
D(j,j) = v(j) M(i,j) = DGO

<

LG + 1)) = (AG + 1in, ) = LG + Linsj — Dv(:j = 1)/v()]

2. Codage

fonction [L,D,M] = factorisation_ldm(CA)
pour j =1 an faire

L

A

v(1:3) = tri_inf(L(1:j, 1:3), AC1l:3,3))

D(5,3) = v(I
pour i =1da3j -1 faire

M(i,3) = v(i)/D(i,1)
L(j+1:n,3) = A(j+1:n,3j) - L(G+1:n,1:5-Dv(1:j-1)/v(3D

3. Matrices symétriques: A = LDLT

Si A est symétrique, M = LT, donc on connait v sans résoudre de systéme.

v(®) = DG, LG, D)

[v() =AG.) - LG, 1:j — Do) — 1]

1<isj-1

IV. Matrices définies positives

A symétrique

A définie positive & {V X0, xTAx >0

V. Factorisation de Cholesky : 4 = GG
A=GGT

G:tri.inf. unique

A définie positiveet A= LDLT = D; >0Vi=>

1. Calcul

j-1

GT

v = LG, HLG:n, ) =A(j:n,j)—ZL(j,k)L(j:n,k) G
k=1

= LG.D*=v@) = |LG:n))=v/Jv(D)

2. Codage

fonction A = Cholesky(A)
pour j =1 da n faire
si j > 1 alors
pour k =1 a j - 1 faire
A(3in,3) = A(3:n,3) - A(3,KA(G:n, kD
A(i:n,3) = A(3in,3)/sart(A(G, 3D

Factorisation LU

Ax=b et A=LU = LUx=b Lc=b Lx=c
L : tri. inf. unit. e
U : tri. sup.

I. Factorisation LU

But : plus rapide

My

1. Transformation de Gauss 1
M) 1
My ,.MA=U & A=1L,..L, ,U=LU O :
-1l Arn-l
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f = (0, .0, ek M)
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2. CalculdelL 5 : S
A MLy MLy gsq L=TLy, 4
Lyl =1+ 1ief + ‘rk/e,f:
k<k' ... \ e et —
3. Condition d’existence "; i" m
Si a I'étape ag, = 0, on ne pas faire la
factorisation LU. La factorisation LU existe : L u
o Vike[n—1],det(A(1:1:k)) #0 MLk A L-1
-1

4. Algorithme

pour k = 1 a n-1 faire
i = max IACi,K)I
p(k) =1
ACk,:) o A(L,:)

// PA=LU
// PA=LU

ACk+1:n,k) = ACk+1l:n,k)/ACk,k)
Tppq(kt1lm)

Tk+1 (k+1:n)

ACk+1:n,k+1:n) = ACk+1l:n,k+1:n) - ACk+1l:n,k) x ACk,k+1:n)

Tppq(kt1m)

pour k = 1 a n-1 faire
pour i = k+1 a n faire
ACLL,K) = ACL,K)/ZACK, k)
pour i = k+1 a n faire
pour j = k+1 a n faire
ACGi,3) = AGL,3) - AGL, KD x ACk,3)

II. Factorisation PA = LU

/7 T (D)

// Uk = MkUk—l

M,_ PO-DM, P2 M PO  MPDA=U

& My_q ..M, PO pPOA=U & PA=L,..I,_,U
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L=pM-1

Mk — P(Tl—l) ...P(k+1)MkP(k+1) P(n—1)|

|PUMkPU =]- TI({”)EZ

// PA=LU :permute U et les t, pour avoir les %, donc L



