RESUME DE RECHERCHE OPERATIONNELLE

RO — Résumé

|. Dérivees
1. Ligne de niveau
Ne ={x € R"|J(x) = c}
2. Dérivée premiere

a. Gradient

VJ(xo) = [a—] J ]T

dox,” " 0x,
Propriété : Au point x,, VJ(x,) est L ala ligne de niveau, son sens va dans le sens de J croissant.

b. Dérivée directionnelle

p(e)
DG d) = lim](x +ed) — J(x) _ dJ(x + ed) _ 20) = VjG)Td
£-0 £ de
J£=O
c. Plan tangent
Passe par (xo,](xo)) et vecteur directeur V J (x,) Approximation locale de J
P={x€eR"VJ(xy)" (x —xq) = 0} J(x) = P(x) = J(x0) + V] (xo) " x

d. Développement limité au premier ordre
J) = J(x+ed) =J(x) +eV](x)Td + o(e)

e. Regles de calcul pour la dérivée
DUs+aj)) =Dji+a), | D(J1(U2)) = DoJy(z=J3) DyJy(x) | Va'x =a | VxTAx = 24x
3. Dérivées secondes

a. Dérivée directionnelle au sens de Gateaux
D]x(x + ed) - D]x(x)

D?J(x,d) = lim
£-0

£
b. Matrice Hessienne
%] (x) 0% (x) 0% (x) Calcul pratique :
8x1.6x1 _ E)xl.(')xj . E)xl.(')xn A partir de la dérivée de
P O R (OB ) 0() = Dy x + ed)
S = 0x;0x; ~ 0x;0x; 0x;0xp Identifier H dans ¢'(0) :
"(0)=d H.(x)Td
@ M@ YW #10) = A

0x,0x; ~ 0x,0x; =~ 0x,0xy

c. Développement limité au second ordre

1
J(x +d) =J(x) + Dy (x,d) + ED;?](X. d) +o(lldll?)

1
Jex+d) =]+ V,J(x)Td + EdTHd +o(|ldlI*)
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[I. Généralités
VariablesV | V € RP
Objectifs 0 | V — R4 min / (x)
XEQ

{hi(x) =0 {H(x) = (hy, o hy) T =0
(=4
gix) <0 G(x) =91 9m)T <0
Domaine de faisabilité @ | O = {x e R?;H(x) = 0 et G(x) < 0}
Fonction colt | /: Q » R

dom/ ={x € Q;—00 < J(0) < +0}
Si @, fonction colit impropre : pas de solution

Minimum global 8" | J(8*) < J(0) VO
Minimum local 8 ](@) <J(O) Vo] ||§— 9” <e¢

Contraintes C | V — R™*"

Domaine de la fonction colit

[Il. Optimisation convexe sous contraintes

1. Avec contraintes d’égalités

Probléme Lagrangien Conditions d’optimalité
7 14
{;g];@](x) L) =J@+ ) G| Vel =0 = VJ@+ Z VH; () = 0
s.c.H(x) =0 j=1 J=
Aj multiplicateurs de Lagrange V/le =0 = Hj (x)=0

2. Avec contraintes d’inegalités
a. Lagrangien et conditions d’optimalité

Probléme Lagrangien Conditions d’optimalité KKT
_ ) q Stationarité : VL(x,A) =0
min J(x) . G(x)<0
s HO) =0 L(x,A,p) =]J(x)+ Z/lej(x) 4 Z#iGi(x) Adm. primale : H(x) = 0
. G(x) <0 J=1 =1 Adm. duale : p =0
= Aj multiplicateurs de Lagrange Complémentarité : u;g;(x) = 0
e XA

b. Probleme dual
Le probléeme dual est|L(u,A) = minL(z, A, )
X
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IV.Optimisation convexe sans contraintes

1. Matrice définie positive

A définie positive A définie négative A quadratique
J convexe {/1]- =0

2. Condition d’optimalité
a. Existence de solution
J est coercivité | ||x|| » o0 = J(x) - o (fonction infinie a I'infini)
Jestpropre | 3x|J(x) ER

3 solution globale | SiJ continue, propre, coercive, min/(x) admet une solution globale
X

b. Conditions d’optimalité
1*" ordre | x solution = VJ(x,) =0

. X solution = VJ(x,) = 0 et H(x,) définie positive
2°™ ordre
V]J(xy) = 0 et H(x,) définie positive = x, solution locale

J est convexe et x, respecte condition d’optimalité

Convexité N .
= xg = x” solution globale

3. Optimisation itérative

a. Recherche linéaire (line search)

Xps1 = X + Prdy lim x;, = x* = argmin J(x)
k—oo XER™
i.  Direction de descente d (V]Td < 0)
o Gradient: d, = —VJ o(n)
e Gradient conjugué: d; = —V] + B dx_, 0(n?)
. Quasi-Newton : d, = —BV] (Ex: B = diag(H)™1) 0(n?)
. Newton: d, = —H™V] 0(n3)
ii. Choix du pas p
o Pasfixe: p, =c o)
. . _ (apk—4 si] diminue a=1,15
e Pasvariable: p, = {apk—l siJ augmente [ = 0,5 0(1)
argmin J(x + pd
.« P timal : _ ng]R"' JGt pd) <0m?
asoptimal : p =4 - 0(n?)
dTHd

b. Région de confiance (trust region)
Comme recherche linéaire avec saut maximum limité par une région de confiance

Xps1 = X +d  avec  dj = argmin M (x; + d)
dER(xk)

R(x) : région de confiance autour de x M(x + d) : modeéle dans la région de confiance (DL)
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V. Programmation linéaire

1. Forme standard
Z :minconnues

min c'z

ZER™M ¢ : mcouts

Az=b A : p contraintes (p < m)
z=20

b : p seconds membres des contraintes
2. Méthodes de réduction a la forme standard

a. Inégalités = variables d’écart (positives)
s = [X] fix) 2 b; & fi(x) —e; = b;
e filx) < b; & fi(x) +e; = by

b. Variables non contraintes = décomposition

— Lt -
. . Xi =X —X;
xl- sans contraintes remplace par + _
3. Forme duale standard
max by
yERP CTX* — bTy* y = yl
ATy <c

4. Méthode du point intérieur

a. Principe
Résolution d’un probleme a la forme standard en résolvant simultanément le primal et le dual a
travers les KKT, en les écrivant sous la forme F(z,4,u) = 0 avec z, u = 0.

Az
C’est une méthode itérative de Newton projeté appliquée a F (AA).
Ap

b. Maths et algorithme

ATA+u—c=0 Forme matricielle de F :
T
Jinc's Az=b SFEAD=0 Fm= A xx ot b
Az=b diag(Wz=0
z=20 z=20 m p m L
n=0 m| 0 | AT I z —c
z VA Az N
U /7 Ap i
— m d(l;ljg 0 0 U

Avec un DL au 1" ordre : L

F(x+d)=F(x)+d"V,F(x)+ o(Jld|))
har— = Pour que ¢a marche, on met 6a dans bp avec

= |d = VxF(x)_lF(x)| §=u"zetoc K1

0 AT I
Vi F(x) = A 0 0 On calcule le pas tel que z > 0, u = 0.

diag(u) 0 diag(z)
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